ELEKTROSTATIKA 2 (redukovana predavanja sa numerickim primerima) KANDIC-STOJIC 1

1. Gausov zakon (osnovni zakon elektrostatike)

Gausov zakon je osnovni zakon elektrostati¢kih polja u vakuumu, koji omogucava neposredno i
veoma jednostavno odredivanje raspodele elektri¢nog polja i potencijala u nekim specijalnim, ali
vaznim slucajevima elektrostatickih sistema visokog stepena simetrije.

Pretpostavimo da zatvorena povrS S orijentisana prema spolja$nosti obuhvata k punktualnih
naelektrisanja Q; (i = 1,..., k), m naelektrisanih povrsi Sj povrsinske gustine elektriciteta oj (j=1,...m) i
n naelektrisanin domena Vp zapreminske gustine elektriciteta p, (p =1,..,n) koji se svi nalaze u
vakuumu. Ukupno naelektrisanje XQ koje obuhvata povrs S je:

ZQ:_Zk:Qi + i] o, -dS, + ang)ppdvp
i=1 i p

=l o =J-Vp

» Gausov zakon (integralni oblik): Izlazni fluks vektora jacine elektricnog polja u vakuumu, kroz
bilo koju zatvorenu povrs S jednak je koli¢niku ukupne kolicine elektriciteta XQ obuhvacene tom
povrsi i dielektricne konstante vakuuma ¢o. Velicina tog fluksa ne zavisi od usvojenog oblika povrsi
i polozaja njome obuhvacenih naelektrisanja.

2Q
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» Gausov zakon (lokalni, ili diferencijalni oblik): U svakoj tacki elektrichog polja u vakuumu,
koje stvaraju kontinualno raspodeljena naelektrisanja zapreminske gustine p vazi lokalna, odnosno
diferencijalna relacija divE = p/g,.

Iz lokalnog oblika Gausovog zakona zakljucuje se da linije elektricnog polja izviru iz tacaka u
kojima je zapreminska gustina naelektrisanja p>0 (<> divE >0), a da poniru u tackama gde je ta

gustina p<0 (< divE < 0). lIzvori i ponori su tacke prekida linija elektricnog polja. Ako je u nekoj
tacki polja p=0 (< divE =0), u njoj je linija polja neprekidna. Dakle, linije elektri¢nog polja su
neprekidne samo u vakuumu izmedu tacaka u kojima se nalaze naelektrisanja, dok se u supstanciji
prekidaju, bilo na slobodnim, bilo na vezanim indukovanim naelektrisanjima.

2. Metalni provodnici u elektrostatickom polju

Kod usamljenog metalnog tela proizvoljnog oblika koje se nalazi u vakuumu, ili u bilo kojem
idealnom dielektriku, a naelektrisanog pozitivnom (sl. 1a) ili negativnom koli¢inom elektriciteta Q
(sl. 1b) elektricitet se u stanju elektrostaticke ravnoteze rasporeduje iskljucivo na grani¢noj povrsi S.
Takode, tangencijalna komponenta elektri¢nog polja na povrsi tela mora biti ravna nuli.

Posmatrajmo usamljeno, elektricno neutralno metalno telo proizvoljnog oblika (na sl. 1c
prikazano crtkastim linijama), koje je uneto u homogeno elektri¢no polje E u vakuumu (sl. 1d) ili
bilo kojem idealnom dielektriku. Posle unosenja posmatrano telo i dalje ostaje elektricno neutralno,
ali usled elektrostaticke indukcije u njemu dolazi do razdvajanja opterecenja koja se neravnomerno
rasporeduju po povsi tela. Povrsinska gustina indukovanih opterecenja o; takva je da indukovano
polje Ei koje ona stvaraju u metalnom telu uvek ponistava spoljasnje (strano) polje E (tj. E+Ei=0).
Rezultujuce polje izvan tela dobija se superpozicijom polja E i Ei, usled cega se modifikuje spektar
homogenog spoljasnjeg polja E (sl. 1d). Tangencijalna komponenta polja na povrsi tela ne postoji.

» Kod izolovanog sistema metalnih tela u vakuumu ili u idealnom dielektriku, od kojih su neka
naelektrisana, dok druga to ne moraju biti — bez obzira da li je taj sistem izlozen dejstvu
spoljasnjeg homogenog ili nehomogenog elektricnog polja — u stanju elektrostaticke ravnoteze ne
postoji elektricno polje u unutrasnjosti niti njegova tangencijalna komponenta na povrsima tela.
Linije elektricnog polja u dielektriku uvek su normalne na granicne povrsi tela.
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Sada ¢emo pomocu Gausovog zakona odrediti intenzitet elektricnog polja na povrSi metalnog
tela u vakuumu kod koga je poznata raspodela povrsinske gustine naelektrisanja o (sl. 1a i 1b).

Neka je Scizabrana cilindri¢cna Gausova povr$ sa osnovicom vrlo male povrsine 8S u fizickom
pogledu i izvodnicom upravnom na grani¢nu povrs S tela, ¢iji deo duzine h Kkoji se nalazi u
vakuumu, u grani¢énom procesu tezi nuli (2 — 0). 1z Gausovog zakona tada sledi:

h—0
c

im E'dS:{+E.5S , kada je >0 }_5.55

—E-&S ,kadajec<0 | ¢

gde je ES E| i 8S=|5Y].

Iz prethodne relacije sledi da je u oba slucaja jacina elektri¢nog polja E u vakuumu u tackama na
grani¢noj povrsi metalnog tela odredena kao E ={o|/¢g,. 1z iskustva je poznato da je na metalnim

telima povrsinska gustina naelektrisanja najveca na delovima sa najmanjim poluprecnikom Krivine,
a to su siljci. Odatle je jasno da ¢e upravo na siljcima elektricno polje imati najveci intenzitet, sto za
posledicu ima brojne primene u raznim oblastima tehnike (gromobrani, vazduhoplovstvo, itd.).

3. Neke primene Gausovog zakona

» Elektricno polje i potencijal usamljene naelektrisane metalne sfere u vakuumu

Na sl. 2a i 2b prikazane su usamljene metalne sfere poluprecnika R koje se nalaze u vakuumu i
naelektrisane su koli¢inama elektriciteta Q>0, odnosno Q<O0, respektivno. Zbog sferne simetrije
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sistema, elektricitet se u oba slucaja rasporeduje po povrSima sfera ravnomerno sa povrSinskom
gustinom naelektrisanja o = Q/(47R?). Elektriéno polje ne postoji unutar sfera, a izvan njih ono je

zbog sferne simetrije sistema radijalnog karaktera. Neka je S usvojena sferna Gausova povrs$
poluprecnika r>R koncentricna sa datom sferom i orijentisana prema spoljasnosti obuhvacenog
domena.

Sk 2

Posto su u svakoj tacki povrsi S vektori E i dS istog pravca i smera (sl. 2a), fluks elektri¢nog polja
E kroz povrs S i njegov intenzitet E=|E| u tackama na toj povrsi su:

2
& Are, r° g\ r

2
$E-dS = E-dS =EdS =E -47R” _Q teje E=-t QZE(EJ r=R.
S S S
Posto su u svakoj tacki povrsi S vektori E i dS istog pravca, a suprotnog smera (sl. 2b), fluks
elektri¢nog polja E kroz povrs S i njegov intenzitet E u tackama na toj povrsi su:

2
gSE-dS:—<_5E-o|s=—E<_,So|8=—E-47zRZ=g t0je E=—— Qzﬁ(ﬁj r>R.
S S S

2
& Arey 1o g, \r

Ako je r-vektor polozaja tacaka izvan sfere u odnosu na njen centar, onda se iz prethodnih

relacija zakljucuje da je elektri¢no polje u vakuumu E =Q/(4re,-r®)r,, r>R, isto kao da ga

generise usamljeno punktualno naelektrisanje Q postavljeno u centar sfere.
Potencijal tacke X sa vektorom polozaja r, u odnosu na centar sfere (r.=|r«[>R) i referentnu tacku
usvojenu u beskonac¢nosti, dat je izrazom:

sz]EE.dr: Q (dr_ Q (_ljw_

> = =
4 Arey 5 ¥° dme,\ 1), dme,

 o©

= — = , I, 2R
Arey Iy & Iy

Q (1 1}_ Q1 oFR

Iz poslednje relacije zakljucuje se da sve tacke na odstojanju r>R od centra sfere pripadaju istoj
ekvipotencijalnoj povrsi potencijala V=Q/(4neo r). Posto u sferi nema elektricnog polja, tada sve
njene tacke pripadaju ekvipotencijalnom domenu potencijala V=Q/(4neoR) racunatom u odnosu na
referentnu tacku u beskonac¢nosti. Za metalnu sferu u vakuumu, radijusa R=1[cm] i naelektrisanu
kolicinom elektriciteta Q=0.1 [nC], na sl. 3 i 4 prikazane su raspodele intenziteta vektora jacine
polja E=E(r) i potencijala V=V(r), respektivno, u funkciji odstojanja r tacaka od centra sfere, pri
gemu je g, =107 /(367)[F/m].
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SI.3 Sl. 4

» Elektricno polje i potencijal usamljenog neogranicenog metalnog cilindra u vakuumu kruznog
poprecnog preseka naelektrisanog sa konstantnom povrsinskom gustinom elektriciteta o

Na sl. 5a i 5b prikazan je naelektrisan metalni cilindar kruznog popreé¢nog preseka zajedno sa
spektrom odgovarajuc¢eg elektri¢nog polja, u slu¢ajevim kada je >0 i kada je 0<0, respektivno. U
unutras$njosti cilindra ne postoji elektri¢no polje, dok u vakuumu linije tog polja moraju biti upravne
na grani¢nu povrs Sc cilindra. Posledica aksijalne simetrije sistema jeste i aksijalna simetri¢nost
spektra elektricnog polja u vakuumu. Tada se Gausova povrs S, S, US, moze usvojiti u obliku

koaksijalnog cilindra kruzne osnovice polupre¢nika r (r >R) i visine h.

E TNy T—— T <> E
- d . — | dS ———————
- f g —m>= E ——— f G () ja——
--—{r— 5, A —é—l- —{r—l-- 5, -I—;—
S5; — | h = 5, -—— -h |—§
-

SLS

Primenom Gausovog zakona na cilindar prikazan na sl. 5a (¢ >0 ) dobija se:
¢ E-ds=[E-ds,
SquUS;US, So

posto su fluksevi vektora jacine polja E kroz osnovice cilindra, povrsi S; 1 S, jednaki nuli, jer su
vektori E i dS medusobno upravni na ovim povr§ima.
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jer u unutrasnjosti metalnog cilindra nema elektri¢nog polja.
Analogno, za negativno naleketrisani cilindar sa sl. 5b se dobija:

So So So &y &y
EB,rZR

=>E=5¢ T ,
0 ,r<R

Potencijal bilo koje tacke X na omotacu neograni¢ene cilindri¢ne povrsi kruznog preseka i radijusa
rx, koaksijalne sa metalnim cilindrom — u sluc¢aju kada se referentna tacka (npr. Y) nalazi na
rastojanju ry >rx od ose cilindra — odreden je u oba sluc¢aja sa sl. 5a i 5b izrazima:

Y Iy
VX=IE-dr:G—R E:J—RInri e 2R
X

& T & I

1z prethodnih relacija zakljucujemo da se referentna tacka Y ne moze nalaziti u beskonacnosti, jer bi
tada r, — oo, pa bi i potencijal tezio beskonacnosti, §to je fizicki apsurdno.

U slucaju tankog 1 dugaCkog metalnog cilindra — Stapa, ¢esto se koristi tzv. poduZna gustina
nalektrisanja Q’=dQ/dl, koja predstavlja koli¢inu naelektrisanja Stapa po jedinici duZzine. Jacina
polja i potencijal u odnosu na referentnu tacku na povrsini Stapa (r, = R) su onda:

Q E,rzR Q InE,rzR
E=<2rg, r , V=12rg, r
0 ,r<R 0 ,Fr<R

Za takav jedan metalni $tap kod koga je R=1 [cm], a poduzna gustina naelektrisanja Q =1 [nC/m],
nasl. 6 i 7 prikazane su funkcije E=E(r)=|E| i V=V(r), respektivno.

E v
1800

1600

1400

1200

oo

&00

600

400

200

SI. 6 SIL7



ELEKTROSTATIKA 2 (redukovana predavanja sa numerickim primerima) KANDIC-STOJIC 6

» Elektricno polje i potencijal usamljenog sfernog domena (sacinjenog od dilektricnog materijala)
u vakuumu homogeno naelektrisanog sa konstantnom zapreminskom gustinom elektriciteta p.

Ovde ¢emo pretpostaviti da je naelektrisanje Q homogeno rasporedeno u vakuumu (sl. 8) unutar

Q
(4/3)zR?

sferne povrsi polupreénika R sa zapreminskom gustina elektriciteta p = . Za raspodelu

elektricnog polja E i potencijala V(r) dobijaju se slede¢i rezultati.

E ) ds,

(a) YE

Za tacke unutar zapreminki naelektrisanog sfernog domena, r <R, primenom Gausovog zakona

Cj) E-dS :2 = SBE(r) ds = Q , Jer su vektori E i dS kolinearni na povrsi sfere polupreénika r.

&y &y

Leva strana Gausovog zakona je onda: qSE(r) -dS =E(r) -ngS =E(r)-4nr?.
S S

Gausovom sferom poluprecnika r obuhvaéena je koli¢ina naelektrisanja Q(r) = p- g zr®, pa je:

Cj) E-dS :g = E(r)-4ar’= ip%ﬂr?’, Sto nakon sredivanja daje
S

&y &o

E(r):ir , Fr<R.
3e,
Za tacke izvan sfernog domena, r > R, analognim postupkom dobija se:

3
$E-ds QL Ea-l e o E(r):LR—Z, r>R.
& & 3 3g, I
Linijskom integracijom vektora jacine polja za potencijal tac¢aka unutar sfernog domena, r <R, u
odnosu na referentnu tacku u beskonacnosti dobija se:

0 R ©
V(r)= _[ E-dr= j E-dr +_[ E -dr. Biraju¢i za putanju integracije pravac kolinearan vektoru E sledi

“dr

2

V(r)= IE dr+IE dr=2- _[r dr+ 2~

3&, 1 380 R T
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Za tacke izvan sfernog domena:

V= [Ear =L [ LR

2
3gg vt 35, \ I

VUSRS AN

g, I

, r>R.

r

Za homogeno rasporedeno naelektrisanje Q=0.1 [nC] u vakuumu u sferi polupre¢nika R=1[cm], na
sl. 91 10 prikazane su funkcije E=E(r)=|E| i V(r), respektivno.
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» Elektricno polje homogeno naelektrisanih ravni u vakuumu

Linije elektriénog polja usamljenih homogeno naelektrisanih ravni u vakuumu (sl. 11a i 11b)
moraju biti normalne na te ravni, odakle se zakljuCuje da svaka od ravni predstavlja jednu
ekvipotencijalnu povrs. Zbog simetrije sistema, sve druge ekvipotencijalne ravni moraju biti
paralelne sa posmatranim ravnima, a intenzitet elektricnog polja mora biti isti u tackama
podjednako udaljenim od odgovarajuce ravni. Na sl. 11a i 11b crtkastim linijama predstavljene su
cilindricne povrsi S, =S;US; US, sa osnovicama jednakih povrSina S=S1=S2 i izvodnicama
konacne duzine, koje su paralelne linijama polja i upravne na odgovarajucu naelektrisanu ravan.
Intenzitet elektricnog polja E isti je u svim tatkama na osnovicama cilindara, tj. E=E1=E2 gde su E;
I E, vektori jacine polja na osnovicama S1 i Sz, respektivno. Posto su vektorski elementi dSo povrsi
omotaca So cilindra upravni na linije elektri¢nog polja, to je fluks polja kroz taj omotac ravan nuli.

U sluc¢aju kada je o >0, primenom Gausovog zakona na povr$ Sc¢ (sl. 11a), pokazuje se da je
intenzitet elektriénog polja E ove naelektrisane ravni isti u svim tatkama polja:

$E-dS=[E-dS,+[E-dS,+ [E-dS,=[E-dS,+[E-ds,
Sc So S, S, S S
=0
oS . . . .
gs E-dS= j E-dS, + I E-dS,=ES, +E,S, =2ES =—, pa je polje naelektrisane ravni:
SC Sl SZ

&y

E= zi, sa pravcem i smerom kao na slikama 11.ai 11.b.
&
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Za homogeno i raznorodno naelektrisane paralelne ravni (1) i (2) u vakuumu (sl. 11c) sa
povrSinskim gustinama naelektrisanja +o, na osnovu principa superpozicije zaklju¢ujemo da se
polja tih ravni poniStavaju u oblastima I i III, tj. da je Ei=En=0, dok je u oblasti Il rezultantno polje
homogeno i orijentisano od pozitivno prema negativno naelektrisanoj ravni. Intenzitet polja u
oblasti Il je En=2E=0/sy.

Neka je d rastojanje izmedu homogeno naelektrisane ravni (1) na potencijalu Vi i paralelne
homogeno naelektrisane ravni (2) na potencijalu V2 — mereno u pravcu i smeru linija elektri¢nog
polja (sl. 11c). Razlika potencijala tih ravni, tj. napon izmedu njih, po definiciji je
U, =V,-V, =E, -d. Dakle, intenzitet homogenog elektricnog polja En je kolicnik modula razlike
potencijala tac¢aka na istoj liniji polja i njihovog medusobnog rastojanja d.

4. Elektri¢ni dipoli

» Elektricni dipol je sistem od dva punktualna naelektrisanja Q (Q > 0) i -Q koja se nalaze na
rastojanju d. Dipol karakterise elektricni moment p=Q-d, gde je d vektor poloZaja pozitivnog
naelektrisanja Q u odnosu na negativno -Q (d=|d|) i zove se i orijentisana duZina dipola.

Strano elektri¢no polje usled indukcije izaziva u dielektricnoj supstanciji polarizaciju molekula.
Zbog toga se polarizovana supstancija u elektricnom pogledu moze predstaviti ekvivalentnim
mnostvom indukovanih dipola u vakuumu Kkoji osciluju oko ravnoteznih polozaja sa amplitudama i
frekvencijama koje zavise od temperature sredine. Neka se dipol orijentisane duzine d i elektricnog
momenta p=0-d nalazi se u homogenom elektri¢nom polju E u vakuumu (sl. 12).

Kulonove sile koje deluju na naelektrisanja Q i -Q redom su Fi=QE i F2= -Q‘E, a njihovi
momenti u odnosu na bilo koju tacku O u polju su M1=Q(r;xE) i M2=-Q(r,x E). Kako je F1+F2=0
i M=M1+M2= Q-(r1- ) x E=Q-d x E=p x E, to je M=|M|=p-E"sind, gde je p=|p|=Q-d. Odatle se
zakljucuje da ako se dipol nade u stranom homogenom elektricnom polju E na njega nece delovati
nikakva mehanicka sila, ali ¢e se pojaviti mehanicki moment M = px E Koji tezi da dipol postavi u
pravcu i smeru polja.
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Dipol u elektricnom homogenom polju Moment M je invarijantan u odnosu na izbor
7 - referentne tacke O' za koju se odreduje, a rotacija
S dipola za ugao 8 u nazna¢enom smeru odvija se oko
0 F P J meru odviy
> - ose OO; upravne na ravan crteza i orijentisane od
£ : p

Z\ posmatraca (Sto je predstavljeno simbolom "® ™),
R 00 ¢ .
af) * M ri
/d

tako da se vrhovi vektora p i E najkra¢cim putem
poklope.

Medutim, kada se dipol nade u stranom
nehomogenom elektricnom polju E na njega pored
mehani¢kog momenta deluje i sila F=grad (p-E).
Ovakvo ponasSanje dipola u nehomogenom
elektricnom polju koristi se kod jonizacionih
precis¢avaca vazduha.

b

Yyvyvyvyvyvy

SI. 12
5. Elektri¢na kapacitivnost metalnih provodnika u vakuumu

Kada se posmatra usamljeno metalno telo u vakuumu naelektrisano kolicinom elektriciteta Q,
tada znamo da u njemu ne postoji elektricno polje, a da je u tackama na njegovoj povrsi
okarakterisanim lokalnom gustinom naelektrisanja o, polje upravno na tu povrs i da ima intenzitet
E=|o|/eo. Tacke tela pripadaju ekvipotencijalnom domenu potencijala V. Pozitivna veli¢ina C=Q/V,
koja ne zavisi ni od Q, ni od V, ve¢ jedino od oblika i dimenzija tela, zove se elektricna
kapacitivnost tela. Jedinica za kapacitivnost je Farad [F]. Kada se naelektrisano metalno telo nalazi
u nekom dielektriku, a ne u vakuumu, tada kapacitivnost tela, osim od oblika i veli¢ine tela, zavisi
takode 1 od osobina dielektrika kao sredine.

» Potencijal usamljene metalne sfere poluprecnika R u vakuumu, naelektrisane kolicinom
elektriciteta Q je V =Q/(4z,R) u odnosu na referentnu tacku u beskonacnhosti. Kapacitivnost te

sfere prema prethodnom je C =47¢,R, gde je &, =107 /(36) [F/m]. Za kapacitivnost Zemlje kao
provodne sfere srednjeg poluprechika R=6 370 [km] izracunava se C,=708 [uF].

Ako se u vakuumu obrazuje sistem od dva metalna tela 1 i 2 proizvoljnog oblika, naelektrisana
kolic¢inama elektriciteta Q.=Q > 0 i Q,=—Q (sl. 15a i 15b) do potencijala V1i V2, respektivno, tada se
u prostoru oko tih tela formira elektricno polje. Napon, tj. razlika potencijala tih tela je:

X,
U, =V,-V,= [ E-dl >0
xl
gde je putanja integracije proizvoljna, od bilo koje tacke X, na telu 1, do bilo koje tacke X, na telu 2.
Ako u blizini tih tela ne postoje drugi provodnici ili naelektrisanja, linije polja polaze sa pozitivno
naelektrisanog tela, zavrSavaju se na negativnom 1 upravne su na povrsima tela.

» Sistem od dva provodna (metalna) tela naelektrisana jednakim kolicinama naelektrisanja
suprotnog znaka naziva se elektricni kondenzator. Metalna tela se nazivaju obloge ili elektrode
kondenzatora i mogu se nalaziti u vakuumu ili nekom drugom dielektriku.

Elektri¢na kapacitivnost kondenzatora se definiSe kao:

Q__ Q _ Q

_U_W—W_TEUI

Xy
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» Kapacitivnost kondenzatora je funkcija oblika, dimenzija i medusobnog polozaja elektroda, kao i
osobina dielektrika u kome se elektrode nalaze. Jedinica za kapacitivnost je Farad [F].

Kod kondenzatora sa elektrodama jednostavne geometrije (plocasti, sferni i cilindri¢ni — najcesce
se srec¢u u praksi), kapacitivnost je moguce odrediti analitickom metodom.

6. Odredivanje kapacitivnosti kondenzatora sa elektrodama specijalne geometrije

(a) Plocast ili ravan vakuumski kondenzator

Na sl. 16a prikazan je ploc¢ast vakuumski kondenzator sa elektrodama u obliku planparalelnih
metalnih plo¢a 1 i 2 povrSine S postavljenih na odstojanju d i naelektrisanih koli¢inama
elektriciteta + Q (Q > 0).

c 1 1r . U
U= Pl - I"_‘_\- IV, ‘ F(Izl = I/] - X
e 1 4
e ~. — "
] s P NN
* i o + f =
Mogoéa patanja - 1-.'-. ‘Y' =0 - + %0 =
iR P =
[nfegracys | . o =
I E . E .
£ — - 7 —————
Q, a, I] T + — Q, -, r’_‘: L AR -
+ £ d
+ —h
+ + =
+ | + =
E + XE P .
f 3 | o
(3) ) 0 .
S1.16

Ako se pretpostavi da je d=|d| znatno manje od linei¢nih dimenzija ploca, tada se moze smatrati da
je povrsinska gustina naelektrisanja na unutrasnjim povrsima plo¢a prakticno konstantna i jednaka
+0=2Q/S (6>0), da elektricno polje postoji samo u prostoru izmedu plo¢a i da je ono
homogeno sa intenzitetom E=|E|=c/g, =Q/(g,-S) (iviéni efekat se zanemaruje). Neka je Vi
potencijal ploce 1 sa naelektrisanjem Q, a V2 potencijal plo¢e 2 sa naelektrisanjem -Q. Kod
odredivanja napona U izmedu plo¢a moze se usvojiti bilo koja putanja integracije, od bilo koje
taCke X1 na elektrodi 1 do bilo koje tacke X2 na elektrodi 2. Medutim, kada se usvoji da se putanja
integracije po pravcu i smeru poklapa sa linijama polja, dobija se:
X3
U=V,-V,=[E-dI=E-d="d _ Q4 :»C=§=50§.

%, & Sg,
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Egzaktno reSavanje problema raspodele polja kod plocastog kondenzatora, gde bi se vodilo racuna o
ivicnom efektu, skopCano je sa velikim matemati¢kim poteSkocama. Na sl. 16b prikazana je
raspodela potencijala u polju plocastog kondenzatora.

(b) Sferni vakuumski kondenzator

Na sl. 17 prikazan je sferni vakuumski kondenzator sa elektrodama 1 i 2 u obliku metalne sfere i
tanke, metalne, koncentricne sferne ljuske, respektivno. Njegove elektrode mogu biti i dve tanke,
metalne, koncentricne sferne ljuske. Spoljasnji poluprecnik
elektrode 1 je Ri, a unutrasnji poluprecnik elektrode 2 je R2 2
(R1 < R2). Kada se elektrode priklju¢e na izvor konstantnog
napona U, one se opterete koli¢inama elektriciteta Q1=Q>0 i
Q2=-Q do potencijala Vi1 i V2, respektivno, pri ¢emu je
U=V1-V2 napon kondenzatora. Pimenom Gausovog zakona
na proizvoljnu koncentri¢nu sfernu povrs poluprecnika r>Rz,
lako se pokazuje da elektricno polje ne postoji izvan
kondenzatora, a naravno nema ga ni kada je r<Ri. Polje je & n
zbog sferne simetrije sistema radijalno u vakuumskom ¥,
prostoru izmedu elektroda, a njegov intenzitet u tackama

koncentri¢ne sferne povrsi S polupre¢nika R, <r <R, moguce -
je odrediti, takode, pomo¢u Gausovog zakona: Sl 17
gSE-dS:gSE-dS=E4m2=9 ~Eg-_ O S R<r<R,
s S & Are,r
sa pravcem i smerom kao na slici. Maksimalna jac¢ina polja je neposredno uz unutrasnju elektrodu,
. . Q
zar=Rjiiznosi E_ =E(r=R)=—"—=.
1 max ( 1) 472_(90 Rlz

Napon U=Vi-V2izmedu elektroda 1 i 2 i kapacitivnhost C ovog kondenzatora su :

Q1 1
4re,\ R, R,

Ry

R
¢ Q dr Q { 1}
U=V,-V,=|E.dr= a_R =
b !1 4rg, I r* Adme,| r

Ry

Ry

Ry

c-Q g R

(c) Cilindri¢ni vakuumski kondenzator -g —
(odsecak koaksijalnog voda) i

Prav metalni cilindar 1 kruznog poprecnog
preseka i Supalj koaksijalni metalni cilindar 2, oba
velike duZine u odnosu na unutrasnji precnik
spoljasnjeg  provodnika (sl. 18), obrazuju
koaksijalan vod koji se koristi kao transmisioni
sistem u telekomunikacijama. Odsecak voda
duzine | predstavlja cilindricni kondenzator. Ako
se elektrode 1 1 2 priklju¢e na konstantan napon U,
one se opterete koli¢inama elektriciteta poduzne SL. 18
gustine Q1'=Q' > 0 i Q2'= -Q', do potencijala V1 i

Y
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V2, redom (U =V, -V, je napon kondenzatora).

Primenom Gausovog zakona na proizvoljno usvojenu, koaksijalnu cilindricnu povrs
polupreénika r >R, i duzine | lako se pokazuje da elektri¢no polje ne postoji izvan kondenzatora, a
naravno nema ga ni kada je r <Ri. Zanemarujuci ivicne efekte, elektri¢no polje u vakuumskom delu
prostora izmedu elektroda bi¢e aksijalno simetricnog karaktera, a njegov intenzitet u tackama
cilindri¢ne, koaksijalne povrS$i S poluprecnika R <r<R,, moze se odrediti, takode, pomocu

Gausovog zakona:

jE-dS:jE-dszE-zmle—" - E=-2% A E-9 ¢ R<r<wr,
S d & 27s, ¥ 278, ¥

s obzirom da ne postoji fluks polja kroz osnovice povrsi S, posto je ono sa njima paraleno. Sa r je
oznacen vektor poloZaja tacaka na povrsi S u odnosu na osu voda (gledano u popre¢nom preseku).

Napon U=V3-V; izmedu elektroda 1 1 2, poduzna kapacitivnost C', jacina polja E i njena
maksimalna vrednost Emax, kod ovog kondenzatora dati su slede¢im relacijama:

R,

ar_ Q" . [R
J.T_Zﬂ'é‘oln(Rl]’

R

U (RY FTEET Ry BT
In(zj r-In(zj
Rl R1

Zanemarujuci iviéne efekte, kapacitivnost C kondenzatora duzine | u ovom slu¢aju odreduje
se iz relacije C=C"I=2ngol / In(R2/Ry).

RZ Q 1
U=V-Vo= [ E-dr =
R 27,

1. zadatak: Oko metalne lopte polupre¢nika a i naelektrisanja Q>0 u
vazduhu, koncentri¢no je postavljena nenaelektrisana metalna sferna
ljuska unutrasnjeg polupreénika b i spoljasnjeg polupre¢nika c. €

Odrediti:

a) Konac¢nu raspodelu naelektrisanja na sferi i sfernoj ljusci po »
zavrsetku elektrostati¢ke indukcije

b) Elektri¢no polje u Citavom prostoru

c) Potencijal sfere i sferne ljuske u odnosu na referentnu tacku u

beskonacnosti.

Resenje:

a) UnoSenje provodne sferne ljuske u elektricno polje uzrokuje elektrostaticku indukciju unutar
ljuske. Pod dejstvom elektri¢nog polja metalne sfere dolazi do razdvajanja naelektrisanja unutar
provodne ljuske. Negativno naelektrisanje privuc¢eno pozitivno naelektrisanom metalnom sferom,
,»1zbija“ na unutrasnju povrsinu sferne ljuske, dok pozitivno naelektrisanje, teze¢i da se maksimalno
udalji od sfere, ,,izbija* na spoljasnju povrsinu ljuske. Kako je sferna ljuska i dalje elektroneutralna,
jer ne postoji provodna putanja kojom bi naelektrisanje moglo do¢i ili oti¢i sa ljuske, to su
indukovane koli¢ine nalektrisanja na povrsinama ljuske jednake po modulu.

Preostaje da se kvantitativno odredi indukovana koli¢ina naelektrisanja Q’ na povrSinama ljuske.
Primenom Gausovog zakona na zamisljenu sfernu povr§ S koja se nalazi unutar sferne ljuske
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Q-Q"

&y

Kako u

dobija se gSE-dS:
S

unutrasnjosti  metalne  ljuske  nema
elektrostatickog polja (E =0), to je leva
strana Gausovog zakona jednaka nuli, pa je
onda i desna strana izraza takode jednaka

nuli, tj. 0= Q-Q" 4, Sega sledi Q=Q’.
o

Dakle na unutrasnju i spoljasnju povrsinu

metalne ljuske izbijaju kolicine

naelektrisanja —Q 1 +Q, respektivno.

b) Neka je r osa orijentisana kao na slici.
Unutar metalne sfere nema elektricnog
polja, paje E(r)=0,r<a. Izmedu sfere i
prstena postoji elektri¢no polje ¢ija se jacina jednostavno odreduje primenom Gausovog zakona na
zamiSljenu sfernu povrs polupre¢nika a<r<b:

cJSE-dS =9,E(r).4ﬂr2=9:» E(r)= Q 1 VE(r)=E(r)-r, , a<r<b, gde je r, jedini¢ni
& & drg, 1’

vektor r ose. Unutar sferne ljuske, za b<r<c, nema elektricnog polja E(r)=0. Izvan sferne

ljuske, primenom Gausovog zakona na sferu polupre¢nika c<r, dobija se za intenzitet polja

§E-ds =22 Er).am?=2 5 E()= L S E(M=E() L, , c<r.
80 80 47[80 r

c) Potencijal metalne sfere u odnosu na referentnu tacku u beskonacénosti za putanju integracije po r

osi je:

jE dr_jE dr_jE(r) dr+_[E(r) dr+jE dr
el
.| 4ngyla boc

=0
b

ot

. drg, ¢

sfere

Q I 1 1
sfere - A J. > = - + =
gy 5 I 47rgo T 472'50 r, r

Potencijal sferne ljuske, pod istim uslovima, je

cdr  Q 1
o= ar-fe =S [ 2 [

Napon izmedu sfere i sferne ljuske je

U stere IJuske_J.E -dr= Q (l_lj

drs,\a b

2. zadatak: Dve usamljene metalne sfere polupre¢nika Ri=4[mm] i R,= 6[mm] naelektrisanja Qi=-
Q,=2-10"7[C] nalaze se u vakuumu na medusobnom rastojanju d=1[m]. Odrediti napon izmedu
ovih lopti.

Resenje:
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o Rq
Napon izmedu sfera 1 i 2 jednak je linijskom integralu vektora jacine polja E po nekoj, proizvoljno
odabranoj putanji koja ih povezuje.
2
U=V,-V,=[E-dr, gdeje E=E,+E,.
1

Rezultantno elektri¢no polje E u prostoru oko sfera je superpozicija polja obe sfere. U nekoj tacki
koja se nalazi na rastojanju r>R; od centra prve sfere, primenom Gausovog zakona lako se dobija

qSEl-dS:E1-47rr2:& = E(n=-21

& 47z £

7
Analognim postupkom, uzimajuéi u obzir da je druga sfera negativno naelektrisana sledi:

<.|.>E2odS:E2‘47r(d—r) _% = E(r )_IQZI 1 . Pravci i smerovi vektora E; i E;
S

& 4rgy (d—r)°
oznaceni su na slici. Kako je Q;=|Q,| , a vektori E; i E; kolinearni i istog smera, intenzitet
rezultantog poljaje

E:E1+E2: Ql 2 Q]_ 1 Q]_ iz_'_ 1 . .
47&90 r’  4xg, (d-r)’ 47r50 r- (d-r
Primetimo da su samo duz pravca koji spaja centre sfera vektori E; i E;, kolinearni. Za putanju

integracije pri odredivanju napona, zbog jednostavnosti, biramo upravo ovaj pravac.
d-R, d-R,

d-R, d-R, d-R,
va_jEdr_jEdr_Q i2+ lzer&Id_;+I dFZ.
Arey § \ T (d=r) 4re, r R, (d=r)

R
Uvodec¢i smenu u-d -ru drugl integral, dobijamo:

d-R, R,
U - Q (_lj J{EJ _ et 1 Jri—L , odnosno
4re, g, UJlyp | 476 R d-R, R, d-R

U12=& t,r 1 1 = 746.38[V].
4rg,|R, R, d—-R d-R,

Ako primetimo da je d>>R;, R, napon izmedu sfera moze se priblizno odrediti kao razlika njihovih
potencijala, posmatrajuci svaku sferu kao usamljenu naelektrisanu metalnu loptu u vakuumu:

U,=V,—v,=—2 Q% _ Q1 1) o554y
dreyR,  4ng R, 472'80 R R,

3. zadatak:
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Koaksijalni vazdusni kabl polupre¢nika provodnika a=0.5[cm], b=1[cm] i c=1.1[cm] naelektrisan je
naelektrisanjem Q1=-Q,=2-10[C] na duzini I=20[m]. Odrediti:

a) vektor elektrostatickog polja u kablu;

b) poduznu kapacitivnost kabla.

Resenje:

a) Unutra$nji i spolja$nji provodnik koaksijalnog kabla naelektrisani su istom koli¢inom
naelektrisanja suprotnog znaka, pa ovaj kabl formira koaksijalni kondenzator. Kao i kod ostalih
kondenzatora, elektrostaticko polje postoji samo izmedu njegovih elektroda (provodnika kabla),
radijalnog je pravca i usmereno od pozitivne (u ovom slu¢aju unutrasnje) prema negativnoj
(spoljasnjoj) elektrodi.

Prema Gausovom zakonu: 4) E-dS= Q pri ¢emu je S zamiSljena povrsina valjka visine .
&
S 0
U svim tatkama osnove tog zami$ljenog valjka, ugao izmedu vektora elektrostatickog polja E i
normale n na povrSinu S je prav, pa nema fluksa kroz osnove valjka. Fluks postoji samo kroz
omotac valjka:
1
E-2-7-r-| :% = E(r):—Ql = ,a<r<b.
& 2rle, 1
Elektrostati¢ko polje postoji samo unutar kondenzatora.
Maksimalni intenzitet polja je neposredno uz unutra$nji provodnik,

E(r=a)=%=3.6-103[wm], a minimalni neposredno uz spoljasnji provodnik kabla
r-a-l-g
E(r=b)=L=1.8-1o3[V/m].

2r-b-1-g,

a) Napon izmedu unutra$nje i spoljasnje elektrode je:

b b
U =jE-dr=IL.dr=&-|n9=125[v]
A - 271 -1- g, 2rg,-1 A

= Q2 g6,
U, In(b/a)
a njegova poduzna kapacitivnost:




